
IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ãÊîìáèíàòîðèêà � 16 êëàññ. 6.06.20111. Äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü âîñüìèçíà÷íîãî ÷èñëà ñîñòîèò èç ÷åòû-ðåõ åäèíèö è ÷åòûðåõ òðîåê. Èç ýòîãî ÷èñëà ìîæíî âû÷åðêíóòü6 öè�ð òàê, ÷òîáû îñòàëîñü ÷èñëî 13. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîãî÷èñëà, äëÿ êîòîðîãî ýòî âû÷åðêèâàíèå ìîæíî ñäåëàòü ðîâíî 13ñïîñîáàìè.2. Íà äîñêå 20× 20 îòìå÷åíû äâå êëåòêè. Äîêàæèòå, ÷òî äîñêóìîæíî ïî êëåòî÷êàì ðàçðåçàòü íà äâå ðàâíûå ÷àñòè òàê, ÷òîáû âêàæäîé ÷àñòè áûëî ïî îòìå÷åííîé êëåòêå.3. Â ÿçûêå ïëåìåíè Àáàáà 2 áóêâû: �à� è �á�. Åñëè â ëþáîì ìåñòåëþáîãî ñëîâà ýòîãî ÿçûêà âñòàâèòü èëè âû÷åðêíóòü áóêâîñî÷åòà-íèå �ààá� èëè áóêâîñî÷åòàíèå �ááà�, òî ñìûñë ñëîâà îò ýòîãî íåèçìåíèòñÿ. Íà ñêàëå íàöàðàïàíî 100 ñëîâ íà ÿçûêå Àáàáà. Äîêà-æèòå, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü äâà, ñîâïàäàþùèõ ïî ñìûñëó.4. Ñðåäè 100 îäèíàêîâûõ ïî âíåøíåìó âèäó ìîíåò 99 íàñòîÿ-ùèõ è îäíà �àëüøèâàÿ. Âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî,à �àëüøèâàÿ îòëè÷àåòñÿ îò íèõ ïî âåñó. Åñòü äâóõ÷àøå÷íûå âå-ñû, íà êàæäóþ ÷àøêó êîòîðûõ ðàçðåøàåòñÿ êëàñòü ïî îäíîé ìî-íåòå. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âçâåøèâàíèé ñ ïîìîùüþ ýòèõâåñîâ ìîæíî íàéòè �àëüøèâóþ ìîíåòó?5. Åñòü êëåò÷àòûé êâàäðàò 10× 10 êëåòîê. Åäèíè÷íûå îòðåçêèêðàñÿò â íåñêîëüêî öâåòîâ. Òðåáóåòñÿ ÷òîáû â ðåçóëüòàòå ìåæäóëþáûìè äâóìÿ óçëàìè íàøåëñÿ ïóòü, â êîòîðîì âñå åäèíè÷íûåîòðåçêè îêðàøåíû ïî-ðàçíîìó. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî öâåòîâïîíàäîáèòñÿ?6. Íà øàõìàòíîé äîñêå îòìå÷åíî 37 êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî åñëèíà îòìå÷åííûå êëåòêè ìîæíî ïîñòàâèòü 8 íå áüþùèõ äðóã äðóãàëàäåé, òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü õîòÿ áû äâóìÿ ñïîñîáàìè.7. Ïåòÿ è Âàñÿ ïî î÷åðåäè âûáèðàþò ÷èñëà èç ìíîæåñòâà
{1, 2, 3, . . . , 2011}.Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà âñå ÷èñëà âûáðàíû.Ïåòÿ âûèãðûâàåò, åñëè ñóììà âûáðàííûõ èì ÷èñåë äåëèòñÿ íà 3.Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ãÇàäà÷è ñ êàðòèíêàìè6 êëàññ. 7.06.20111. Êîñòÿ íàðèñîâàë êàðòèíêó ñ 10 êðó-æî÷êàìè è ðàññòàâèë â êðóæî÷êè íàòó-ðàëüíûå ÷èñëà. Êèðèëë âûïèñàë âñå âîç-ìîæíûå òðîéêè ÷èñåë, ëåæàùèõ íà îäíîéïðÿìîé, ñóììà êîòîðûõ íå÷åòíà; Ñàøà âû-ïèñàë âñå âîçìîæíûå òðîéêè ÷èñåë, ëåæà-ùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, ñóììà êîòîðûõ ÷åòíà. Äîêàæèòå, ÷òî êî-ëè÷åñòâî òðîåê ó Êèðèëëà è ó Ñàøè ðàçëè÷íû.2. Ïî n ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì äîðîæêàìñòàðòóþò n áåãóíîâ. Íà ëèíèÿõ, ðàçäåëÿþ-ùèõ ñîñåäíèå äîðîæêè, óñòàíîâëåíû �ëàæêè,�ëàæêè íàõîäÿòñÿ íà ðàçíûõ ðàññòîÿíèÿõ îòñòàðòà. Êàæäûé ñïîðòñìåí, äîáåæàâ äî î÷å-ðåäíîãî �ëàæêà, äîëæåí ïåðåïðûãíóòü ÷åðåçíåãî íà ñîñåäíþþ äîðîæêó, ïðîäîëæèòü áåãïî íåé äî ñëåäóþùåãî �ëàæêà, ïåðåïðûãíóòü è ò. ä. (Íà ðèñóí-êå ïîêàçàí âîçìîæíûé ñïîñîá ðàññòàíîâêè �ëàæêîâ äëÿ ïÿòèäîðîæåê.) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñïîðòñìåíû ñòàðòóþò íà ðàçíûõäîðîæêàõ, òî è �èíèøèðóþò òîæå íà ðàçíûõ äîðîæêàõ.3. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ïóòåé âåäóò èçòî÷êè A â òî÷êó B (âñåãî n ïîëóîêðóæíîñòåé)?...

A B4. �àññìîòðèì ÷èñëîâîé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì ïî ñòîðîíàìðàñïîëîæåíû ÷èñëà 0, 1, 2, 3, . . . , à âíóòðè êàæäîå ÷èñëî ðàâíîñóììå äâóõ ñîñåäíèõ ñ íèì ÷èñåë èç ïðåäûäóùåé ñòðîêè. Êàêîéîñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 7 äàåò ñóììà ÷èñåë â 100-é ñòðîêå (ýòàñòðîêà êàê ðàç è íà÷èíàåòñÿ ñ ÷èñëà 100)?
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IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ã5. Íà êàðòèíêå ïîêàçàíî, êàê ìîæíî ðàñïîëî-æèòü 16 òî÷åê, ÷òîáû îáðàçîâàëîñü 12 ðÿäîâ ïî4 òî÷êè. Ìîæíî ëè íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæèòü 30òî÷åê òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü 43 ðÿäà ïî 5 òî÷åê?6. Íà îñòðîâå A æèâåò 100 ÷åëîâåê, íàîñòðîâå B � 125 ÷åëîâåê, à íà îñòðîâå

C � 77 ÷åëîâåê. Ìåæäó îñòðîâàìè åñòüìîñòû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Âðåìÿîò âðåìåíè ñ êàêîãî-òî èç îñòðîâîâ ïîêàæäîìó åãî ìîñòó íà ñîñåäíèå îñòðîâàïåðåñåëÿåòñÿ ïî îäíîìó ÷åëîâåêó. Ìîæåò ëè â ðåçóëüòàòå ïîëó-÷èòüñÿ, ÷òî íà îñòðîâå A æèâåò 77 ÷åëîâåê, íà îñòðîâå B � 125÷åëîâåê, à íà îñòðîâå C � 100 ÷åëîâåê?7. Íà êàðòèíêå ïîêàçàíî äëÿ n = 3,6, 10, êàê ìîæíî ðàçìåñòèòü ÷èñëàîò 1 äî n (ïðè óñëîâèè, ÷òî n ��òðåóãîëüíîå� ÷èñëî), ÷òîáû ðàçíîñòüëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ïî ãîðèçîíòàëè ÷èñåë íàõîäèëàñü êàê ðàçïîä íèìè. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ n = 21 òàêîå ðàçìåùåíèå íåâîç-ìîæíî.8. Áðèãàäèð �îðìèðóåò áðèãàäó èç n ðàáî÷èõ, èìåþùèõ ïîðÿä-êîâûå íîìåðà îò 1 äî n. Ó êàæäîãî, êðîìå áðèãàäèðà (êîòîðûéèìååò 0), äîëæåí áûòü ðîâíî îäèí íà÷àëüíèê, èìåþùèé íîìåð,ìåíüøèé, ÷åì ó ïîä÷èíåííîãî. Êàæäûé íà÷àëüíèê ïðèñâàèâà-åò âñåì ñâîèì ïîä÷èíåííûì çâàíèÿ: �ïåðâûé ïîìîùíèê�, �âòîðîéïîìîùíèê� è ò. ä. Äîêàæèòå, ÷òî áðèãàäó ìîæíî ñ�îðìèðîâàòü
1 ·3 ·5 · . . . · (2n−1) ñïîñîáàìè. Íèæå ïîêàçàí ïðèìåð îðãàíèçàöèèðàçíûõ áðèãàä ñ äâóìÿ ðàáî÷èìè.
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IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ãÀëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë � 16 êëàññ. 8.06.20111. Äâóçíà÷íîå ÷èñëî óìíîæèëè íà ïðîèçâåäåíèå åãîöè�ð è ïîëó÷èëè òðåõçíà÷íîå ÷èñëî, çàïèñûâàåìîå òðå-ìÿ îäèíàêîâûìè öè�ðàìè. Êàêîå ÷èñëî óìíîæàëè?2. �àññòàâüòå â êëåòêàõ òàáëèöû 2× 4 ÷èñëà îò 1 äî 8òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíåêëåòêàõ áûëà ïðîñòûì ÷èñëîì.3. Òðåõçíà÷íîå ÷èñëî, â çàïèñè êîòîðîãî íåò íóëåé,óìíîæàþò íà ñóììó îáðàòíûõ âåëè÷èí ê åãî öè�ðàì.Äîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòàò áîëüøå 135.4. ×èñëî n ïîäåëèëè ñ îñòàòêîì íà 2, 3, 4, . . . , 10. Îêàçà-ëîñü, ÷òî ñóììà ïîëó÷åííûõ îñòàòêîâ äåëèòñÿ íà n. Êà-êîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü ïîëó÷åííîå ïðèýòîì äåëåíèè ÷àñòíîå?5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, íå äåëÿùå-ãîñÿ íà 11, êîòîðîå ðàçäåëèòñÿ íà 11, åñëè ëþáóþ èç åãîöè�ð èçìåíèòü íà 1.6. Âñå äåñÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, ñîñòàâëåííûå èç öè�ð 1è 2, ïîäåëèëè ñ îñòàòêîì íà 1024. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõîñòàòêîâ ïîëó÷èëîñü?7. Íà äîñêå íàïèñàíî 100 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëü-íûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü äâà òàêèõ÷èñëà, ÷òî èõ ñóììà è èõ ðàçíîñòü îáå íå ÿâëÿþòñÿ ñòå-ïåíÿìè äâîéêè.



IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ãÊîìáèíàòîðèêà � 26 êëàññ. 10.06.20111. Íåñêîëüêî ëûæíèêîâ ñòàðòîâàëè îäèí çà äðóãèì ïî îäíîé èòîé æå ïðÿìîëèíåéíîé äèñòàíöèè ñ èíòåðâàëîì â îäíó ìèíóòó.Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ëûæíèêîâ îäèí èç íèõ îáîãíàëäðóãîãî ðîâíî îäèí ðàç, êðîìå Ïåòòåðà Íîðòóãà è Åâãåíèÿ Óñòþ-ãîâà, êîòîðîå äðóã äðóãà íå îáãîíÿëè íè ðàçó. Äîêàæèòå, ÷òî ýòèäâà ëûæíèêà ñòàðòîâàëè îäèí çà äðóãèì.2. Ïî êðóãó ëåæàò 50 ìîíåò, îäíà �îðëîì�, îñòàëüíûå � �ðåø-êîé�. Ìîíåòà íàçûâàåòñÿ õîðîøåé, åñëè ñðåäè òðåõ ìîíåò: åå èäâóõ ñîñåäåé èìååòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî �îðëîâ�. Êàæäóþ ìèíóòóâñå õîðîøèå ìîíåòû îäíîâðåìåííî ïåðåâîðà÷èâàþòñÿ. Ìîæåò ëèòàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî âñå ìîíåòû ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ áóäóò ëå-æàòü �îðëîì�?3. Äîêàæèòå, ÷òî êëåòêè äîñêè 8 × 8 íåëüçÿ òàê ðàñêðàñèòüâ ÷åðíûé è áåëûé öâåò, ÷òîáû â ëþáîì êâàäðàòå 4 × 4 ÷åðíûõêëåòîê áûëî áîëüøå, ÷åì áåëûõ, à â ëþáîì ïðÿìîóãîëüíèêå 3×5÷åðíûõ êëåòîê áûëî ìåíüøå, ÷åì áåëûõ.4. Íà îñòðîâå æèâóò òîëüêî ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿòïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò. Íåñêîëüêî (ìåíåå 100)îñòðîâèòÿí âñòðåòèëèñü è êàæäûé èç íèõ ñêàçàë ïðî êàæäîãî èçîñòàëüíûõ ðûöàðü òîò, èëè ëæåö. Ôðàçà Òû � ëæåö! ïðîçâó÷àëàðîâíî 286 ðàç. Ñêîëüêî ðàç ïðîçâó÷àëà �ðàçà Òû � ðûöàðü!?5. Âûïóêëûé 24-óãîëüíèê ðàçáèò íà òðåóãîëüíèêè íåïåðåñåêàþ-ùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè. Òðåóãîëüíèêè îêðàøåíû â ÷åðíûé è áåëûéöâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èëîñü íå áîëåå15 áåëûõ òðåóãîëüíèêîâ.6. Â ãðóïïå èç ñåìè ðåáÿò äëÿ ëþáûõ äâîèõ ðåáÿò A è B íàéäóòñÿõîòÿ áû äâîå, êàæäûé èç êîòîðûõ çíàêîì è ñ A, è ñ B. Âåðíî ëè,÷òî êòî-òî èç ðåáÿò çíàêîì ñî âñåìè îñòàëüíûìè?7. �àññìîòðèì �èãóðó, îáðàçîâàííóþ âñåìè êëåòêàìè äèàãîíà-ëè êâàäðàòà 20 × 20, èäóùåé èç ïðàâîãî íèæíåãî óãëà â ëåâûéâåðõíèé, à òàêæå âñåìè êëåòêàìè, ëåæàùèìè âûøå ýòîé äèàãîíà-ëè. Ýòà �èãóðà ðàçáèòà íà êëåò÷àòûå ïðÿìîóãîëüíèêè ñ ïîïàðíîðàçëè÷íûìè ïëîùàäÿìè. Ñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîãëî ïîëó-÷èòüñÿ?

IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ãÊîíñòðóêöèè è àëãîðèòìû6 êëàññ. 11.06.20111. Òðåõçíà÷íîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 7 è âñå ÷èñëà, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íåãî ïå-ðåñòàíîâêîé öè�ð (ïðè ýòîì ðàçðåøàåòñÿ ñòàâèòü 0 â íà÷àëî ÷èñëà), òîæåäåëÿòñÿ íà 7. Íàéäèòå âñå òàêèå ÷èñëà.2. Ñ ÷èñëîì ðàçðåøàåòñÿ ïðîäåëûâàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ: âûáðàòü öè�-ðó â åãî äåñÿòè÷íîé çàïèñè è ïðèáàâèòü å¼ ê ÷èñëó èëè âû÷åñòü å¼ èç ÷èñëà.Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ òàêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 2011÷èñëî 96?3. Íà ñêëàäå èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî èçíà÷àëüíî ïóñòûõ áàíî÷åê.Êàæäóþ ìèíóòó íà ñêëàä ïðèëåòàþò äâå ï÷åëû, ïðèíîñÿò ïî 1 ã ì¼äà è êàæ-äàÿ ïîìåùàåò ñâîé ì¼ä â ëþáóþ áàíêó, ìîæåò áûòü, â îäíó. Ïîòîì ïðèëåòàåòÊàðëñîí è ñúåäàåò âåñü ì¼ä èç îäíîé áàíêè. Ñìîãóò ëè ï÷¼ëû çàïîëíèòü õîòüîäíó áàíî÷êó äîâåðõó? Â áàíêå ïîìåùàåòñÿ 10 ã ì¼äà.4. Ìàëÿð ïîñëåäîâàòåëüíî êðàñèò êëåòêè äîñêè 100 × 100 â n öâåòîâ, ñî-áëþäàÿ åäèíñòâåííîå ïðàâèëî: â îäíîé âåðòèêàëè è â îäíîé ãîðèçîíòàëè íåäîëæíî áûòü êëåòîê, ïîêðàøåííûõ îäèíàêîâî. Ìàëÿð óæå ïîêðàñèë êàêèå-òî äâåñòè êëåòîê. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n îí ãàðàíòèðîâàííî ñìîæåò ïðà-âèëüíî äîêðàñèòü äîñêó?5. Ïåòÿ ïèøåò íà äîñêå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N > 2011. Âàñÿ çàìåíÿåò åãîíà ìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íî íå ìåíüøåå ñóììû åãî öè�ð. Çàòåì Ïåòÿòàêèì æå îáðàçîì çàìåíÿåò íîâîå ÷èñëî, è ò. ä. Òîò, êòî íå ìîæåò õîäèòüïðîèãðûâàåò. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÷èñëà N , äëÿ êîòðîãî Ïåòÿ âûèãðàåò.6. Ñðåäè 25 ìîíåò äâå �àëüøèâûå. Èìååòñÿ ïðèáîð, â êîòîðûé ìîæíî ïî-ëîæèòü äâå ìîíåòû, è îí ïîêàæåò, ñêîëüêî èç íèõ �àëüøèâûõ. Îïðåäåëèòåîáå �àëüøèâûå ìîíåòû çà 13 èñïûòàíèé.7. Ñ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì ðàçðåøàåòñÿ ïðîäåëûâàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè:ïðîñòóþ � ïðèáàâèòü ê íåìó èëè âû÷åñòü 1561; è ñëîæíóþ � îòðåçàòü ïî-ñëåäíþþ öè�ðó, ðåçóëüòàò óìíîæèòü íà 3 è ïðèáàâèòü ê òîìó, ÷òî ïîëó-÷èëîñü, îòðåçàííóþ öè�ðó. Äîêàæèòå, ÷òî èç ÷èñëà 1102 íåëüçÿ ïîëó÷èòü2011.8. Êàê èç êàðòîííîãî êâàäðàòà âûðåçàòü ðàçâåðòêè òð¼õ îäèíàêîâûõ êó-áîâ, ÷òîáû îáðåçêîâ îñòàëîñü ìåíüøå 30%? �àçâ¼ðòêà êóáà �� ýòî �èãóðà,ñîñòàâëåííàÿ èç øåñòè êâàäðàòîâ, ñîãíóâ êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü ïîâåðõ-íîñòü êóáà, ó êîòîðîãî êàæäûé êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ.



IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ãÀëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë � 26 êëàññ. 12.06.20111. �åøèòå ðåáóñ: abcd+ abc+ ab+ a = 2011.2. Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ïðè âû-÷åðêèâàíèè ñâîåé ïåðâîé öè�ðû óìåíüøàåòñÿ ðîâíî â2011 ðàç?3. Èç òðåõ ðàçëè÷íûõ öè�ð ñîñòàâèëè 6 ðàçëè÷íûõòðåõçíà÷íûõ ÷èñåë (êàæäàÿ öè�ðà âõîäèò â çàïèñü ïîîäíîìó ðàçó). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñëîæèòü òðè èç ýòèõòðåõçíà÷íûõ ÷èñåë è èç ðåçóëüòàòà âû÷åñòü ñóììó òðåõîñòàâøèõñÿ ÷èñåë, òî ïîëó÷åííûé îòâåò áóäåò äåëèòüñÿíà 18.4. ×èñëà îò 1 äî 37 âûïèñàíû â ñòðî÷êó òàê, ÷òî ïðèâñåõ k ñóììà ïåðâûõ k ÷èñåë â ýòîé ñòðîêå äåëèòñÿ íà
(k + 1)-å ÷èñëî. Ïåðâîå ÷èñëî â ýòîé ñòðîêå � 37. Íàé-äèòå ïîñëåäíåå ÷èñëî.5. Íà äîñêå íàïèñàíû ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà,íå ïðåâîñõîäÿùèå 2011. Ïðè ýòîì ëþáûå äâà ÷èñëà íàäîñêå èìåþò îáùèé äåëèòåëü áîëüøèé 1. Êàêîå íàèáîëü-øåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîæåò áûòü íàïèñàíî íà äîñêå?6. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë, ñîñòàâëåííûõ èç ñòà ñå-ìåðîê è îäíîé òðîéêè, áîëåå ïîëîâèíû � ñîñòàâíûå.7. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå 100-çíà÷íîå ÷èñëî, êîòîðîåíåëüçÿ ïðåäñòàâèòü íè â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ, íèâ âèäå ðàçíîñòè äâóõ êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ãÊîìáèíàòîðèêà � 17 êëàññ. 6.06.20111. Ñðåäè 100 îäèíàêîâûõ ïî âíåøíåìó âèäó ìîíåò 99 íàñòîÿùèõ è îäíà�àëüøèâàÿ. Âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, à �àëüøèâàÿ îòëè÷à-åòñÿ îò íèõ ïî âåñó. Åñòü äâóõ÷àøå÷íûå âåñû, íà êàæäóþ ÷àøêó êîòîðûõðàçðåøàåòñÿ êëàñòü ïî îäíîé ìîíåòå. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âçâåøèâà-íèé ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåñîâ ìîæíî íàéòè �àëüøèâóþ ìîíåòó?2. Íà äîñêå 100× 100 îòìå÷åíû äâå êëåòêè. Äîêàæèòå, ÷òî äîñêó ìîæíî ïîêëåòî÷êàì ðàçðåçàòü íà äâå ðàâíûå ÷àñòè òàê, ÷òîáû â êàæäîé ÷àñòè áûëîïî îòìå÷åííîé êëåòêå.3. Â ÿçûêå ïëåìåíè Àáàáà 2 áóêâû: �à� è �á�. Åñëè â ëþáîì ìåñòå ëþáîãîñëîâà ýòîãî ÿçûêà âñòàâèòü èëè âû÷åðêíóòü áóêâîñî÷åòàíèå �ààá� èëè áóêâî-ñî÷åòàíèå �ááà�, òî ñìûñë ñëîâà îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Íà ñêàëå íàöàðàïàíî100 ñëîâ íà ÿçûêå Àáàáà. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü äâà, ñîâïàäàþùèõïî ñìûñëó.4. Èìååòñÿ íàáîð èç 200 êàðòî÷åê: 100 êðàñíûõ è 100 ñèíèõ. Ïî êðóãó ñèäÿò100 èãðîêîâ. Êàæäîìó èç íèõ ðàçäàëè äâå îäíîöâåòíûå êàðòî÷êè. Êàæäóþìèíóòó êàæäûé èãðîê ïåðåäàåò ñîñåäó ñëåâà îäíó êðàñíóþ êàðòî÷êó, à åñëèýòî íåâîçìîæíî, òî îäíó ñèíþþ êàðòî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåñêîëüêîìèíóò ó âñåõ èãðîêîâ áóäóò ðàçíîöâåòíûå êàðòî÷êè.5. Íà øàõìàòíîé äîñêå îòìå÷åíî 37 êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà îòìå÷åí-íûå êëåòêè ìîæíî ïîñòàâèòü 8 íå áüþùèõ äðóã äðóãà ëàäåé, òî ýòî ìîæíîñäåëàòü õîòÿ áû äâóìÿ ñïîñîáàìè.6. Ïåòÿ è Âàñÿ ïî î÷åðåäè âûáèðàþò ÷èñëà èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3, . . . , 2000}.Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà âñå ÷èñëà âûáðàíû. Ïåòÿ âû-èãðûâàåò, åñëè ñóììà âûáðàííûõ èì ÷èñåë äåëèòñÿ íà 3, â ïðîòèâíîì ñëó÷àåâûèãðûâàåò Âàñÿ. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?7. Çàìîê ñåé�à ñîñòîèò èç òðåõ äèñêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò íàõî-äèòüñÿ â îäíîì èç 8 ïîëîæåíèé. Îäíà èç êîìáèíàöèé ïîëîæåíèé âñåõ òðåõäèñêîâ äîëæíà îòêðûâàòü ñåé�, íî äå�åêò â êîíñòðóêöèè ïðèâåë ê òîìó, ÷òîñåé� îòêðûâàåòñÿ, äàæå åñëè òîëüêî äâà äèñêà èç òðåõ íàõîäÿòñÿ â ïðàâèëü-íîì ïîëîæåíèè. Êàê çà 32 ïîïûòêè îòêðûòü ñåé�? (Ïîïûòêîé íàçûâàåòñÿóñòàíîâêà âñåõ òðåõ äèñêîâ â êàêîå-òî ïîëîæåíèå.)8. Íà êàæäîé êëåòêå äîñêè 17 × 17 çàïèñàíî ÷èñëî 0. Çà îäíó îïåðàöèþìîæíî âçÿòü 5 ïîäðÿä èäóùèõ êëåòîê ïî âåðòèêàëè, ãîðèçîíòàëè èëè äèàãî-íàëè è ïðèáàâèòü êî âñåì ýòèì ÷èñëàì ïî 1. Ìîæíî ëè òàêèìè îïåðàöèÿìèñäåëàòü âñå ÷èñëà íå÷åòíûìè?



IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ã�åîìåòðèÿ � 17 êëàññ. 7.06.20111. Áèññåêòðèñà óãëà B òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò ñðåäíþþëèíèþ, ïàðàëëåëüíóþ ñòîðîíå AC, â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî

∠APB > 90◦.2. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD åñòü 2 ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû, àäëèíû ñòîðîí óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

|AB| − |BC| = |BC| − |CD| = |CD| − |DA|.Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê � ðîìá.3. Íà äíî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé êîðîáêè PQRS êëàäóòáóòûëêè (òîæå ãîðèçîíòàëüíî). Â êîðîáêå äîñòàòî÷íî ìåñòà, ÷òî-áû â íèæíåì ðÿäó ïîìåñòèëîñü 3 áóòûëêè A, B, C, íî íå õâàòàåòìåñòà äëÿ ÷åòûðåõ. Ïîâåðõ ýòèõ òðåõ áóòûëîê âî âòîðîé ðÿä åñòå-ñòâåííûì îáðàçîì ïîìåùàþòñÿ äâå áóòûëêè D è E. Â òðåòèé ðÿäêëàäóò òðè áóòûëêè. Ïîñêîëüêó áóòûëêè íå çàêðåïëåíû æåñòêî,�ñëîè� óëîæåííûõ áóòûëîê ìîãóò áûòü ïî-ðàçíîìó �íàêëîíåíû�.Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû áóòûëîê òðåòüåãî ñëîÿ ëåæàò íà îäíîéïðÿìîé.4. Äâà îäèíàêîâûõ ïðÿìîóãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî âåð-øèíû A è B âòîðîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ëåæàò íà ñòîðîíàõ ïåðâî-ãî. ×òî áîëüøå ïî ïëîùàäè � ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ èëè÷àñòü âòîðîãî, ëåæàùàÿ âíå ïåðâîãî?5. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âûïóêëûõ 5-óãîëüíèêîâ íóæíîïðèëîæèòü äðóã ê äðóãó òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ âûïóêëûé 2011-óãîëüíèê?6. Íà ïëîñêîñòè äàíà ïðÿìàÿ è 2011 òî÷åê, ïðè÷åì ðàññòîÿíèåîò ëþáîé òî÷êè äî ïðÿìîé íå ïðåâîñõîäèò 1, à ðàññòîÿíèå ìåæäóëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè íå ìåíåå 2. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî 2òî÷êè íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå ìåíåå 1000.7. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êà A1 ñèììåòðè÷-íà òî÷êå A îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC. Òî÷êà B1 ñèììåòðè÷íàòî÷êå B îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC. Âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC,â ÷àñòíîñòè, ïðÿìûå AA1 è BB1, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H . Íàïðîäîëæåíèè ëó÷à HC çà òî÷êó C íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà P , ÷òî
∠HB1P = 60◦ è ∠HA1P = 120◦. Íàéäèòå óãîë ABC.
IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ãÀëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë � 17 êëàññ. 8.06.20111. �àññòàâüòå â òàáëèöå 2×4 ÷èñëà îò 1 äî 8 ïî îäíîìó ðàçó òàêèìîáðàçîì, ÷òîáû ñóììà ëþáûõ äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ñîñåäíèõ ïîñòîðîíå êëåòêàõ, áûëà ïðîñòûì ÷èñëîì.2. Äâóçíà÷íîå ÷èñëî óìíîæèëè íà ïðîèçâåäåíèå åãî öè�ð è ïî-ëó÷èëè òðåõçíà÷íîå ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç îäèíàêîâûõ öè�ð. Êà-êèì ìîãëî áûòü èñõîäíîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî?3. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ïîäåëèëè ñ îñòàòêîì íà 2, 3, 4, 5, 6, . . . ,1000 è âñå ïîëó÷åííûå îñòàòêè ñëîæèëè, à çàòåì ýòó ñóììó ïîäå-ëèëè íà n. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ â èòîãå?4. Íà äîñêå íàïèñàíû 100 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷è-ñåë. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü äâà, ó êîòîðûõ íèñóììà, íè ðàçíîñòü íå ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè äâîéêè ñ íàòóðàëü-íûì ïîêàçàòåëåì.5. Íàéäèòå âñå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x, y, z, òàêèå ÷òî

x3 + y3 = 2z3è ÷èñëî x+ y + z ïðîñòîå.6. Íà äîñêå âûïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3, . . . , 9. �àçðåøàåòñÿ ñòåðåòüäâà (âîçìîæíî, ðàâíûõ) ÷èñëà a è b è íàïèñàòü âìåñòî íèõ ab è

a + b. Ìîãóò ëè â êàêîé-òî ìîìåíò 5 ÷èñåë íà äîñêå îêàçàòüñÿðàâíûìè 1 000 001?7. Íàçîâåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïîõîæèìè, åñëè â íèõ ïîðîâíóäåñÿòè÷íûõ öè�ð, öè�ðû âî âñåõ ðàçðÿäàõ, êðîìå îäíîãî, ñîâïà-äàþò, à â îäíîì îòëè÷àþòñÿ ðîâíî íà 1. Äëÿ êàêèõ n ñóùåñòâóåòíàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå êðàòíîå n, òàêîå, ÷òî âñå ïîõîæèå íà íåãîêðàòíû n?8. Ïóñòü π(x) � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ x,

f(n) � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé n. Äîêàæèòå, ÷òî

π(n) + π(n
2
) + . . .+ π(n

n
) = f(1) + . . .+ f(n).



IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ãÊîìáèíàòîðèêà � 27 êëàññ. 10.06.20111. Íà îñòðîâå æèâóò òîëüêî ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿòïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò, ïðè÷åì âñå æèòåëè ðàçíî-ãî ðîñòà è åñòü êàê ðûöàðè, òàê è ëæåöû. Êàæäûé èç îñòðîâèòÿíïðîèçíåñ �ðàçó: �íà îñòðîâå æèâåò áîëåå 200 ëæåöîâ, êîòîðûåíèæå ìåíÿ ïî ðîñòó�. Ñêîëüêî ëæåöîâ ìîæåò áûòü íà îñòðîâå?2. Ïî êðóãó ëåæàò 50 ìîíåò, îäíà �îðëîì�, îñòàëüíûå � �ðåø-êîé�, Ìîíåòà íàçûâàåòñÿ õîðîøåé, åñëè ñðåäè òðåõ ìîíåò: åå èäâóõ ñîñåäåé èìååòñÿ íå÷åòíîå ÷èñëî �îðëîâ�. Êàæäóþ ìèíóòóâñå õîðîøèå ìîíåòû îäíîâðåìåííî ïåðåâîðà÷èâàþòñÿ. Ìîæåò ëèòàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî âñå ìîíåòû ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ áóäóò ëå-æàòü �îðëîì�?3. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî áóêâ à è á ìîæíî âûïèñàòüâ ðÿä, ÷òîáû ñðåäè ëþáûõ 9 ïîäðÿä ñòîÿùèõ áóêâ áûëî áîëüøåïîëîâèíû áóêâ à, à ñðåäè ëþáûõ 11 ïîäðÿä ñòîÿùèõ áóêâ áûëîáîëüøå ïîëîâèíû áóêâ á ?4. Â ãðóïïå èç ñåìè ðåáÿò äëÿ ëþáûõ äâîèõ ðåáÿò A è B íàé-äóòñÿ xîòÿ áû äâîå, êàæäûé èç êîòîðûõ çíàêîì è ñ A, è ñ B.Âåðíî ëè, ÷òî êòî-òî èç ðåáÿò çíàêîì ñî âñåìè îñòàëüíûìè?5. Ìîæíî ëè êàêîé-íèáóäü ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðåçàòü ïî êëå-òî÷êàì íà 2011 �-òåòðàìèíî è íåñêîëüêî Z-òåòðàìèíî?6. Íà ñòîëå ïî êðóãó ðàñïîëîæåíî 20 �èøåê. Ïåòÿ è Âàñÿèãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàåò Ïåòÿ.Êàæäûé èç ìàëü÷èêîâ ñâîèì õîäîì óáèðàåò ñî ñòîëà ëþáûå òðè�èøêè. Åñëè äâå îñòàâøèåñÿ â êîíöå �èøêè áûëè ñîñåäíèìè âèñõîäíîì êðóãå, ïîáåæäàåò Âàñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîáåæäàåòÏåòÿ. Êòî èç ìàëü÷èêîâ èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ?7. �àññìîòðèì �èãóðó, îáðàçîâàííóþ âñåìè êëåòêàìè äèàãî-íàëè êâàäðàòà 20× 20, èäóùåé èç ïðàâîãî íèæíåãî óãëà â ëåâûéâåðõíèé, à òàêæå âñåìè êëåòêàìè, ëåæàùèìè âûøå ýòîé äèàãî-íàëè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòó �èãóðó ìîæíî ðàçáèòü íà êëåò-÷àòûå ïðÿìîóãîëüíèêè ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ïëîùàäÿìè?8. Âûïóêëûé 100-óãîëüíèê ðàçáèò íà òðåóãîëüíèêè íåïåðåñå-êàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè. Òðåóãîëüíèêè îêðàøåíû â ÷åðíûé èáåëûé öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷å-ñòâî ÷åðíûõ òðåóãîëüíèêîâ ìîãëî îêàçàòüñÿ?

IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ã�åîìåòðèÿ � 27 êëàññ. 11.06.20111. Áèññåêòðèñà óãëà A òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BCïåðåñåêàåò ñòîðîíó CD â òî÷êå M . Îêàçàëîñü, ÷òî CM = MD.Äîêàæèòå, ÷òî AD +BC = AB.2. Áèññåêòðèñû óãëîâ A è C âûïóêëîãî ðàâíîñòîðîííåãî ïÿòè-óãîëüíèêà ABCDE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Îêàçàëîñü, ÷òî òî÷-êà F ëåæèò âíóòðè ïÿòèóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî EF = FD.3. Îòðåçîê áèññåêòðèñû èç óãëà B òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 2.Âûñîòà èç âåðøèíû B ðàâíà 1. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ðàçíîñòüóãëîâ A è C?4. Âíóòðè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà P .Äîêàæèòå, ÷òî ∠PAB + ∠PBC + ∠PCA > 60◦.5. Áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà C òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåòáèññåêòðèñó âíóòðåííåãî óãëà B â òî÷êå K. Îêàçàëîñü, ÷òî CB =
CK. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé.6. Ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè íàçîâåì êðàñèâûì, åñëè ëþáîååãî òðåõòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî èìååò îñü ñèììåòðèè. Îáÿçàòåëü-íî ëè êðàñèâîå ìíîæåñòâî èìååò îñü ñèììåòðèè?7. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì AB è CD âûïóêëîãî÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, à ñåðåäèííûåïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì AD è BC � â òî÷êå L. Äèàãîíàëè÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Îêàçàëîñü, ÷òî òî÷êà

K âíóòðè òðåóãîëüíèêà AOD, à òî÷êà L � âíóòðè òðåóãîëüíèêà

AOB. Äîêàæèòå, ÷òî ∠AKB = ∠CKD òîãäà, è òîëüêî òîãäà,êîãäà ∠ALD = ∠BLC.8. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC AB = BC, à AD �áèññåêòðèñà. Îêàçàëîñü, ÷òî AD+DB = AC. Íàéäèòå óãîë ABC.



IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ãÀëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë � 27 êëàññ. 12.06.20111. Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ïðè âû÷åðêèâàíèèñâîåé ïåðâîé öè�ðû óìåíüøàåòñÿ ðîâíî â 2011 ðàç?2. ×èñëà îò 1 äî 12 ðàçáèëè íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèå÷èñåë â ïåðâîé ãðóïïå äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë âî âòîðîéãðóïïå. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ÷àñòíîãî.3. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë îò 1 äî 2011 ìîæíî âû-áðàòü òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà âûáðàííûõ ÷èñëà èìåëè îáùèé äå-ëèòåëü, áîëüøèé 1?4. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïàíäèãèòàëüíûì, åñëè â åãîäåñÿòè÷íîé çàïèñè êàæäàÿ èç äåñÿòè öè�ð âñòðå÷àåòñÿ ðîâíîîäèí ðàç. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçíîñòü

m2 − n2, ãäå m > n � ïàíäèãèòàëüíûå ÷èñëà?5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a2 + b2 + (a + b)2 = c2 + d2 + (c + d)2, òî

a4 + b4 + (a+ b)4 = c4 + d4 + (c+ d)4.6. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî,ÿâëÿþùååñÿ ïðîèçâåäåíèåì n ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ, è äëÿ ëþáîãîñâîåãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ p êðàòíîå p− 1?7. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

x(x− 2) = y(y2 − y − 1)èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.8. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1
2

, 1
3

, 1
4

, . . . 1
2011

. Çà îäèí øàã ìîæ-íî ñòåðåòü ñ äîñêè äâà ÷èñëà x è y è íàïèñàòü âìåñòî íèõ ÷èñëî
xy

xy+(1−x)(1−y)

. Êàêîå ÷èñëî ìîãëî îñòàòüñÿ íà äîñêå ïîñëå 2009 øà-ãîâ?

IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ãÊîìáèíàòîðèêà � 18 êëàññ. 6.06.20111. Ñðåäè 100 îäèíàêîâûõ ïî âíåøíåìó âèäó ìîíåò 99 íàñòîÿùèõ è îäíà�àëüøèâàÿ. Âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, à �àëüøèâàÿ îòëè÷à-åòñÿ îò íèõ ïî âåñó. Åñòü äâóõ÷àøå÷íûå âåñû, íà êàæäóþ ÷àøêó êîòîðûõðàçðåøàåòñÿ êëàñòü ïî îäíîé ìîíåòå. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âçâåøèâà-íèé ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåñîâ ìîæíî íàéòè �àëüøèâóþ ìîíåòó?2. Â ÿçûêå ïëåìåíè Àáàáà 2 áóêâû: �à� è �á�. Åñëè â ëþáîì ìåñòå ëþáîãîñëîâà ýòîãî ÿçûêà âñòàâèòü èëè âû÷åðêíóòü áóêâîñî÷åòàíèå �ààá� èëè áóêâî-ñî÷åòàíèå �ááà�, òî ñìûñë ñëîâà îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Íà ñêàëå íàöàðàïàíî4 ñëîâà íà ÿçûêå Àáàáà. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü äâà, ñîâïàäàþùèõ ïîñìûñëó.3. Èìååòñÿ íàáîð èç 200 êàðòî÷åê: ïî 100 êðàñíûõ è ñèíèõ. Ïî êðóãó ñèäÿò100 èãðîêîâ. Êàæäîìó èç íèõ ðàçäàëè 2 îäíîöâåòíûå êàðòî÷êè. Êàæäóþìèíóòó êàæäûé èãðîê ïåðåäàåò ñîñåäó ñëåâà îäíó êðàñíóþ êàðòî÷êó, à åñëèýòî íåâîçìîæíî, òî îäíó ñèíþþ êàðòî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåñêîëüêîìèíóò ó âñåõ èãðîêîâ áóäóò ðàçíîöâåòíûå êàðòî÷êè.4. Íà øàõìàòíîé äîñêå îòìå÷åíî 37 êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà îòìå÷åí-íûå êëåòêè ìîæíî ïîñòàâèòü 8 íå áüþùèõ äðóã äðóãà ëàäåé, òî ýòî ìîæíîñäåëàòü õîòÿ áû äâóìÿ ñïîñîáàìè.5. Ïåòÿ è Âàñÿ ïî î÷åðåäè âûáèðàþò ÷èñëà èç ìíîæåñòâà {1, 2, 3, . . . , 2011}.Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà âñå ÷èñëà âûáðàíû. Ïåòÿ âû-èãðûâàåò, åñëè ñóììà âûáðàííûõ èì ÷èñåë äåëèòñÿ íà 3, â ïðîòèâíîì ñëó÷àåâûèãðûâàåò Âàñÿ. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?6. Çàìîê ñåé�à ñîñòîèò èç òðåõ äèñêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò íàõî-äèòüñÿ â îäíîì èç 8 ïîëîæåíèé. Îäíà èç êîìáèíàöèé ïîëîæåíèé âñåõ òðåõäèñêîâ äîëæíà îòêðûâàòü ñåé�, íî äå�åêò â êîíñòðóêöèè ïðèâåë ê òîìó, ÷òîñåé� îòêðûâàåòñÿ, äàæå åñëè òîëüêî äâà äèñêà èç òðåõ íàõîäÿòñÿ â ïðàâèëü-íîì ïîëîæåíèè. Êàê çà 32 ïîïûòêè îòêðûòü ñåé�? (Ïîïûòêîé íàçûâàåòñÿóñòàíîâêà âñåõ òðåõ äèñêîâ â êàêîå-òî ïîëîæåíèå.)7. Íà êàæäîé êëåòêå äîñêè 17 × 17 çàïèñàíî ÷èñëî 0. Çà îäíó îïåðàöèþìîæíî âçÿòü 5 ïîäðÿä èäóùèõ êëåòîê ïî âåðòèêàëè, ãîðèçîíòàëè èëè äèàãî-íàëè è ïðèáàâèòü êî âñåì ýòèì ÷èñëàì ïî 1. Ìîæíî ëè òàêèìè îïåðàöèÿìèñäåëàòü âñå ÷èñëà íå÷åòíûìè?8. Âàñÿ îòìåòèë íà îêðóæíîñòè íåñêîëüêî òî÷åê è íåêîòîðûå ïàðû òî÷åêñîåäèíèë îòðåçêàìè òàê, ÷òîáû èç êàæäîé òî÷êè âûõîäèëî ðîâíî 10 îòðåç-êîâ. Ïîòîì Ïåòÿ îêîëî êàæäîé òî÷êè íàïèñàë ïî 5 öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî Âàñÿ ìîæåò ñòåðåòü íåñêîëüêî îòðåçêîâ òàêèì îáðà-çîì, ÷òîáû äëÿ êàæäîé òî÷êè êîëè÷åñòâî âûõîæÿùèõ èç íåå îòðåçêîâ íåáûëî ðàâíî íè îäíîìó èç íàïèñàííûõ âîçëå ýòîé òî÷êè ÷èñåë.



IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ã�åîìåòðèÿ � 18 êëàññ. 7.06.20111. Îòðåçêè AA1 è BB1 � áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ABC. Äî-êàæèòå, ÷òî A1B1 < AB.2. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê áèññåêòðèñå óãëà A ïåðåñåêà-åò áèññåêðèñû óãëîâ B è C òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ M è

N . Òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, M , N è I ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.3. Íà äíî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé êîðîáêè PQRS êëàäóòáóòûëêè (òîæå ãîðèçîíòàëüíî). Â êîðîáêå äîñòàòî÷íî ìåñòà, ÷òî-áû â íèæíåì ðÿäó ïîìåñòèëîñü 3 áóòûëêè A, B, C, íî íå õâàòàåòìåñòà äëÿ ÷åòûðåõ. Ïîâåðõ ýòèõ òðåõ áóòûëîê âî âòîðîé ðÿä åñòå-ñòâåííûì îáðàçîì ïîìåùàþòñÿ äâå áóòûëêè D è E. Â òðåòèé ðÿäêëàäóò òðè áóòûëêè. Ïîñêîëüêó áóòûëêè íå çàêðåïëåíû æåñòêî,�ñëîè� óëîæåííûõ áóòûëîê ìîãóò áûòü ïî-ðàçíîìó �íàêëîíåíû�.Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû áóòûëîê òðåòüåãî ñëîÿ ëåæàò íà îäíîéïðÿìîé.4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì ∠Bóãîë ∠A ìåíüøå óãëà ∠C. Íà ìåäèàíå AM íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà
P , ÷òî AP = PC. Äîêàæèòå, ÷òî AC < 3BP .5. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âûïóêëûõ 5-óãîëüíèêîâ íóæíîïðèëîæèòü äðóã ê äðóãó òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ âûïóêëûé 2011-óãîëüíèê?6. Íà ïëîñêîñòè äàíà ïðÿìàÿ è 2011 òî÷åê, ïðè÷åì ðàññòîÿíèåîò ëþáîé òî÷êè äî ïðÿìîé íå ïðåâîñõîäèò 1, à ðàññòîÿíèå ìåæäóëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè íå ìåíåå 2. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî 2òî÷êè íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå ìåíåå 1700.7. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC, äëÿ êîòîðîãî ∠A < ∠B,òî÷êà H � îðòîöåíòð, à òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè.Èçâåñòíî, ÷òî 2∠OHC = ∠BAC. Íàéäèòå óãîë ∠BAC.
IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ãÀëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë � 18 êëàññ. 8.06.20111. �àññòàâüòå â òàáëèöå 2×4 ÷èñëà îò 1 äî 8 ïî îäíîìó ðàçó òàêèìîáðàçîì, ÷òîáû ñóììà ëþáûõ äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ñîñåäíèõ ïîñòîðîíå êëåòêàõ, áûëà ïðîñòûì ÷èñëîì.2. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ïîäåëèëè ñ îñòàòêîì íà 2, 3, 4, 5, 6, . . . ,1000 è âñå ïîëó÷åííûå îñòàòêè ñëîæèëè, à çàòåì ýòó ñóììó ïîäå-ëèëè íà n. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ â èòîãå?3. Íà äîñêå íàïèñàíû 100 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷è-ñåë. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü äâà, ó êîòîðûõ íèñóììà, íè ðàçíîñòü íå ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè äâîéêè ñ íàòóðàëü-íûì ïîêàçàòåëåì.4. �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå (n+ 1)(2n+ 1) = 10m2.5. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ a è b äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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2
.6. Íà äîñêå âûïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3, . . . , 9. �àçðåøàåòñÿ ñòåðåòüäâà (âîçìîæíî, ðàâíûõ) ÷èñëà a è b è íàïèñàòü âìåñòî íèõ abè a + b. Ìîãóò ëè â êàêîé-òî ìîìåíò 5 ÷èñåë íà äîñêå îêàçàòüñÿðàâíûìè 1 000 001?7. Íàéäèòå âñå òàêèå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x, y, z, ÷òî

x3 + y3 = 2z3è ÷èñëî x+ y + 3z ïðîñòîå.8. Îòðåçîê [a, b] íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé íå ñîäåðæèò öåëûõ òî÷åê.Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì p ìîæíî óòâåðæäàòü íàâåðíÿêà, ÷òî äëÿíåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n îòðåçîê [na, nb] íå ñîäåðæèò öåëûõòî÷åê è èìååò äëèíó õîòÿ áû p?



IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ãÊîìáèíàòîðèêà � 28 êëàññ. 10.06.20111. Íà îñòðîâå æèâóò òîëüêî ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó,è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò, ïðè÷åì âñå æèòåëè ðàçíîãî ðîñòà è åñòü êàêðûöàðè, òàê è ëæåöû. Êàæäûé èç îñòðîâèòÿí ïðîèçíåñ �ðàçó: �íà îñòðîâåæèâåò áîëåå 200 ëæåöîâ, êîòîðûå íèæå ìåíÿ ïî ðîñòó�. Ñêîëüêî ëæåöîâìîæåò áûòü íà îñòðîâå?2. Ïî êðóãó ëåæàò 2011 ìîíåò, îäíà �îðëîì�, îñòàëüíûå � �ðåøêîé�. Ìîíå-òà íàçûâàåòñÿ õîðîøåé, åñëè ñðåäè òðåõ ìîíåò � åå è äâóõ ñîñåäåé � èìååòñÿíå÷åòíîå ÷èñëî �îðëîâ�. Êàæäóþ ìèíóòó âñå õîðîøèå ìîíåòû îäíîâðåìåííîïåðåâîðà÷èâàþòñÿ. Ìîæåò ëè òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî âñå ìîíåòû ÷åðåç íåêîòîðîåâðåìÿ áóäóò ëåæàòü �îðëîì�?3. Äàíî 13 ïàëî÷åê, äëèíû êîòîðûõ � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 100. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòèõ ïàëî÷åê ìîæíî âûáðàòüòðè ïàëî÷êè, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.4. Â ãðóïïå èç ñåìè ðåáÿò äëÿ ëþáûõ äâîèõ ðåáÿò A è B íàéäóòñÿ õîòÿáû äâîå, êàæäûé èç êîòîðûõ çíàêîì è ñ A, è ñ B. Âåðíî ëè, ÷òî êòî-òî èçðåáÿò çíàêîì ñî âñåìè îñòàëüíûìè?5. Ìîæíî ëè êàêîé-íèáóäü ïðÿìîóãîëüíèê ðàçðåçàòü ïî êëåòî÷êàì íà2011 �-òåòðàìèíî è íåñêîëüêî Z-òåòðàìèíî?6. Âûïóêëûé 24-óãîëüíèê ðàçáèò íà òðåóãîëüíèêè íåïåðåñåêàþùèìèñÿäèàãîíàëÿìè. Òðåóãîëüíèêè îêðàøåíû â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà â øàõìàòíîìïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èëîñü íå áîëåå 15 áåëûõ òðåóãîëüíèêîâ.7. �àññìîòðèì �èãóðó, îáðàçîâàííóþ âñåìè êëåòêàìè äèàãîíàëè êâàäðà-òà 20× 20, èäóùåé èç ïðàâîãî íèæíåãî óãëà â ëåâûé âåðõíèé, à òàêæå âñåìèêëåòêàìè, ëåæàùèìè âûøå ýòîé äèàãîíàëè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòó �è-ãóðó ìîæíî ðàçáèòü íà êëåò÷àòûå ïðÿìîóãîëüíèêè ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìèïëîùàäÿìè?8. Íà ñòîëå ëåæèò êó÷à èç 1000 êàìíåé. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþèãðó: îíè õîäÿò ïî î÷åðåäè, íà÷èíàåò Ïåòÿ. Ñâîèì õîäîì êàæäûé èç èãðîêîâìîæåò âçÿòü èç êó÷è íà ñòîëå îò 1 äî 5 êàìíåé. Òàêæå â òå÷åíèå èãðû èãðîêèìîãóò äåëàòü èñêëþ÷èòåëüíûå õîäû: áðàòü 6 êàìíåé. Íî ýòî ðàçðåøàåòñÿäåëàòü íå áîëåå 10 ðàç â ñóììå äëÿ îáîèõ èãðîêîâ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íåìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî èç ìàëü÷èêîâ èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ?
IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ã�åîìåòðèÿ � 28 êëàññ. 11.06.20111. Áèññåêòðèñà óãëà A òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BCïåðåñåêàåò ñòîðîíó CD â òî÷êå M . Îêàçàëîñü, ÷òî CM = MD.Äîêàæèòå, ÷òî AD +BC = AB.2. Áèññåêòðèñû óãëîâ A è C âûïóêëîãî ðàâíîñòîðîííåãî ïÿ-òèóãîëüíèêà ABCDE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F , ëåæàùåé âíóòðèòðåóãîëüíèêà BDE. Äîêàæèòå, ÷òî ∠EFD = 2∠EBD.3. Áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà C òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåòáèññåêòðèñó âíóòðåííåãî óãëà B â òî÷êå K. Îêàçàëîñü, ÷òî AB =

AK. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé.4. Ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè íàçîâåì êðàñèâûì, åñëè ëþáîååãî òðåõòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî èìååò îñü ñèììåòðèè. Îáÿçàòåëü-íî ëè êðàñèâîå ìíîæåñòâî èìååò îñü ñèììåòðèè?5. Äàíû òðè òî÷êè A, B è C, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé.Ïîñòðîéòå öèðêóëåì è ëèíåéêîé òàêóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì âòî÷êå C, ÷òî êàñàòåëüíûå èç òî÷åê A è B ê ýòîé îêðóæíîñòèïàðàëëåëüíû è íå ñîâïàäàþò.6. Âíóòðè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà P .Äîêàæèòå, ÷òî ∠PAB + ∠PBC + ∠PCA < 120◦.7. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì AB è CD âûïóêëîãî÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, à ñåðåäèííûåïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì AD è BC � â òî÷êå L. Äèàãîíàëè÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Îêàçàëîñü, ÷òî òî÷êà

K âíóòðè òðåóãîëüíèêà AOD, à òî÷êà L � âíóòðè òðåóãîëüíèêà

AOB. Äîêàæèòå, ÷òî ∠AKB = ∠CKD òîãäà, è òîëüêî òîãäà,êîãäà ∠ALD = ∠BLC.8. Íà ñòîðîíàõ AF èDE ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ABCDEFîòìå÷åíû îòëè÷íûå îò åãî âåðøèí òî÷êè M è N ñîîòâåòñòâåííî,ïðè÷¼ì ∠MBN = 60◦. Ïóñòü äèàãîíàëü AD ïåðåñåêàåò îòðåçêè

BN è BM â òî÷êàõ Q è P ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå îòíîøåíèåïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ BMN è BPQ.



IV Ìàòåìàòè÷åñêèé �åñòèâàëü �Çîëîòîå ðóíî� 5�13 èþíÿ 2011 ãÀëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë � 28 êëàññ. 12.06.20111. ×èñëà îò 1 äî 12 ðàçáèëè íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèå÷èñåë â ïåðâîé ãðóïïå äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë âî âòîðîéãðóïïå. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ÷àñòíîãî.2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a2 + b2 + (a + b)2 = c2 + d2 + (c + d)2, òî

a4 + b4 + (a+ b)4 = c4 + d4 + (c+ d)4.3. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë îò 1 äî 2011 ìîæíî âû-áðàòü òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà âûáðàííûõ ÷èñëà èìåëè îáùèé äå-ëèòåëü, áîëüøèé 1?4. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïàíäèãèòàëüíûì, åñëè â åãîäåñÿòè÷íîé çàïèñè êàæäàÿ èç äåñÿòè öè�ð âñòðå÷àåòñÿ ðîâíîîäèí ðàç. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçíîñòüa) m2 − n2; b) √m−√
n, ãäå m > n � ïàíäèãèòàëüíûå ÷èñëà?5. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

x(x− 2) = y(y2 − y − 1)èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.6. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñèëüâåñòðà 2, 3, 7, 43, . . . êàæäûé ñëå-äóþùèé ÷ëåí ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ âñåõ ïðåäûäóùèõ, óâåëè÷åííî-ìó íà îäèí. Ñèëüâåñòð ïåðåìíîæèë íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷ëåíîâñâîåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïðèáàâèë ê ðåçóëüòàòó 1. Ïîëó÷è-ëîñü ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè Ñèëüâåñòðà.7. Ïóñòü d(n) îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé÷èñëà n. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî d(na) > d(nb)ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Äîêàæèòå, ÷òî a äåëèòñÿ íà b.8. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1
2

, 1
3

, 1
4

, . . . 1
2011

. Çà îäèí øàã ìîæ-íî ñòåðåòü ñ äîñêè äâà ÷èñëà x è y è íàïèñàòü âìåñòî íèõ ÷èñëî
xy

xy+(1−x)(1−y)

. Êàêîå ÷èñëî ìîãëî îñòàòüñÿ íà äîñêå ïîñëå 2009 øà-ãîâ?


